Obr.1 : Zadany polygon P a primka H
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Abstrakt.

Vypodtovd geometria (computational geometry) zavrsuje prvé

PPN

desatrodie svojho prudkého rozvoja. V jej Struktire sa

e o = - o tabili 1 at 2 . - z 3 ita,
Obr.2 : Polygon P a primka H po pfevodu do dudlniho prostoru stabilizovalo Pat typov problémov: whladvanie, konvextia

prieniky, proximita (Voronociov  diagram; zovSeobecnenia a
th.) aplikacie) a problémy na Specidlnej triede objektov (napr.
F"‘ﬂ . geometria obdlZnikov).

' ’ Konstrukcia efektivnych algoritmov na rieSenie uvedenych
typov problémov sa 1i8i jednak v algoritmickych paradigmach resp.
technikach, jednak podla toho, ¢i je wvstup kompletny alebo
dostupny postupne (on/line problem). Efektivnost algoritmov sa

hodnoti v Standardnom vypoctovom modeli.
1. Ovod

Existuje viacero moznych predstiv o tom, €o je (alebo by mala

byt) vypoctovd geometria, od numericky orientovanej tedrie

[49]

splajnov, kriviek a povrchov, cez implementacné techniky tvorby

X = ,  softwaru v oblasti poditadovej grafiky, az po oblast automatického
dokazovania geometrickych tvrdeni. My budeme pod pojmom vypoétova
geometria rozumie! disciplinu zaoberajicu sa analyzou a navrhom

p-X

efektivnych algoritmov na urcovanie vlastnosti a vztahov
To?p . geometrickych objektov (bod, priamka, mnohouholnik, ...).

’ Cielom tejto discipliny je (v jej praktickej podobe) robit
soT?P veci premyslene, uvalene a v koneénom ddsledku efektivme (rychlo

a/alebo s malymi pamifovymi nirokmi) a nie bezhlavo programovat

prvy (fazkopadny, pomaly a pamitovo ndroény) algoritmus, ktory nas
po zhliadnuti problému napadne.

Prostriedkami vypoftovej geometrie su jednak (v teoretickej
oblasti) aparat algebraickej, topologickej alebo kombinatorickej
geometrie potrebny k tvorbe nastrojov na analyzu problémov, a

jednak (v praktickej oblasti) techniky tvorby efektivnych
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algoritmov (dynamické programovanie, rozdeluj a panuj, ...) a
vhodné datové Struktiry (vyvaZené binarne stromy...), [AHU 76].

Popri teorstickej zaujimavosti mnohych problémov vypoltovej
geometrie, pondkané rieSenia moZno bezprostredne aplikovatl v
obrovskom mnozstve oblasti - databizové systémy, pofitacova
grafika, robotika, pocitacové videnie, rozpoznavanie obrazcov atd'.

Specifickou dJrtou danej problematiky je pomerne $&iroka
prebadanosf rieSeni jednotlivych problémov v rovine a nérast
zlo2itosti tychto problémov (a pomerne male vedomosti o nich) pri
prechode do priestoru resp. do eSte vySSich dimenzii.

Algoritmicky problém vo wvypoltove] geometrii predstavuje
mno2inu geometrickych Ulch (zadani} danéhe typu, ktoré mozno
rie$it danym algoritmom, ktory v koneénom case i pamdti zadanému
vstupu jednoznadne priradi vystup, riesSenie. Podla kompletnosti
vstupu rozoznivame problémy off-line (vstup zadany naraz) a
on-line (vstup zadavany postupne).

{Typickym prikladom algoritmického problému je konstrukcia
konvexného obalu N bodov v rovine. Ak si body zadané naraz, ide o
off-line problém - ndjst ich konvexny obal. Ak sa body postupne
pridivaja a’alebo uberaj(, ide o on-line problém - udrZiavat
konvexny obal.]

Riesit algoritmicky problém znamend najst rieSenie problému v
mnoZine moZnych kandiddtov (v stavovom priestore, v priestore
prehladavania). Trividlnym postupom je vyCerpavajice prehladanie
(metéda hrubej sily), ktoré je zriedka efektivne, a preto ho
moZno pouzif iba pre malé stavové priestory.

{MnoZina moZnych kandiddtov pre konvexny obal N bodov v rovine
s( napr. vietky konvexné mnohouholniky, ktoré obsahuji danych N
bodov. Rie$enim je najmen$i z nich. Hladat ho vyCerpavajicim
prehYadanim (hrubou silou) nie je rozumné.]

Preto sa naflo niekolko pristupov ku konStrukcii efektivnych
algoritmov, ktoré sa nazyvaji algoritmické paradigmy (alebo
techniky). Efektivny algoritmus byva UspornejSi ako metéda hrubej
sily. Ak je pre dany problém znama dolnd hranica zloZitosti a
niektory algoritmus ju dosiahne, nazyva sa optimdlnym algoritmom;
takych je vSak dosial znamych velmi malo.

»Vyvoj} v tedrii zloZitosti konkrétnych algoritmov wviedol
nielen k vzniku velkého poctu algoritmov, ale i k vySpecifikovaniu
metéd tvorby efektivnych algoritmov. Metddy, ktoré tu budeme
prezentovat, byvajG Uspesné pri tvorbe algoritmov pre navzijom sa
podstatne liSiace vypoctové ulohy a s dévody predpokladat, e v
sebe obsahuji hlbSie principy pre efektivne rieSenie Uloh.
KaZdopadne doterajSie praktické skisenosti s navrhmi algoritmov

poukazujl na to, Ze skér ako sa navrhovatel algoritmu pre riesenie

novej vypoltovej Ulohy da na hIadanié svojho originalneho navrhu
oplati sa mu vyskiuSat, €1 niektora z tychto metéd nevedie k
efektivnemu rieseniu danej Glohy,™ [Hrom92].

Paradigmam konstrukcie efektivnych algoritmov’ rézni autori
venuju pozornost ako véeobe;nym nastrojom na kon$trukciu
algoritmov. Kurt Mehlhorn [Mehl84) im venuje zvliastnu kapitolu,
Herbert .Edelsbrunner [Edel86) appendix, Preparata so Shamosom
[PrSh85] ich komentuji roztrisene po texte svojej zname j
monografie, Mark H. Overmars a Emo Welzl v zborniku Sofsem
[OvWe87) im vanuji polovicu d&asti prehYadového &lanku (druhd
venuji datovym Strukturam). Poet paradigiem v tychto pramefioch
nie je ustaleny. V tomto ¢lanku z uvedenych pramefiov zhrnieme
vietky. .

Treba poznamenat, Ze podla [Mehl84] si dva zakladné sposoby
$trukturovania vykladu vypoctovej geometrie - orientované na
problémy a orientované na paradigmy. Strukturovanie - podla
problémov déva znime oblasti vypoitovej geometrie [Prsn8s] -
nultidimenzionilne prehladavanie, konvexné obaly, prieniky,
problémy blizkosti (proximity) s centralnym pojmom Voronoiovho
diagramu, geometria obdYZnikov. Vypoctovd geometria od svojho
vzniku v polovici 80. rokov tieto problémy postupne identifikuje,
algoritmicky riesi a zlepSuje tieto algoritmické riesSenia, pokial
moZno a% k najdeniu optimalneho algoritmu.

Efektivnost algoritmov sa vyjadruje v klasickom vypoctovom
modeli so zauzivanym oznadenim asymptotickej vypoctovej
zlozitosti. TOto konvenciu moZno samozrejme opustit, napr. ak
pripustime pojem pribliZného algoritmu (approximation algorithm
- rie$i sa jednoduch$i problém), alebo pravdepodobnostného
algoritmu (probabilistic algorithm -~ pouzije sa silnejsi
vypoétovy stroj). Tymto dvom moZnostiam (ani paralelizmu vo
vypoitovej geometrii) sa tu nebudeme venovat.

Pod pamitfovou zloZitosfou algoritmu budeme rozumiet maximalny
podet pamifovych miest, ktoré dany algoritmus bude v priebehu
vypodtu pouzivat. Nakolko povac3ine budeme pracovat s redlnymi
Zislami, pod pamafovym miestom si mé3eme predstavit slovo
konkrétneho poditada, v ktorom je tento scﬂopn9 uchovat (v akejsi
presnosti a v akomsi rozsahu) jedno realne ¢islo.

Pod casovou zloZitostou budeme rozumief pocet zakladnych
operacii vykonanych danym algoritmom. Pod zakladné operacie mdZeme
zahrnt:

- porovnanie dvoch realnych éisel,

- sGfet, rozdiel, si¢in, podiel dvoch realnych &isel,

- vykonanie goniometrickej funkcie nad realnym éislom.

Citatel oboznameny s pojmom RAM si jednoducho mdze predstavit
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obdobny model, v ktorom kaZdé jedno pamidtfové miesto mdzme pouzit
na zapamitanie si realneho ¢isla, k zakladnym in&trukciam pridame
goniometrické operacie a uvaiujeme jednotkovi cenu jednotlivych
instrukcii.

Pri asymptotickych odhadoch nas v podstate nezaujima, ¢i na
vykonanie uréitého kroku algoritmu (napr. zistenie prieniku dvoch
useiek) potrebujeme jednu, dve alebo sto elementarnych operagii
(podstatné je, Ze ich pofet nezadvisi od velkosti wstupu). Preto
ako o elementarnych operaciach mé3me uvadovat o vSetkych

operaciach, ktoré vieme vykonat v konstantnom case.
Niektoré zdkladné pojmy, objekty a ich reprezenticia

Na$im najzakladnej$im objektom bude bod v rovine, resp. v
d-rozmernom euklidovskom priestore, reprezentovany ako dvojica
(resp. usporiadand d~tica) redlnych hodnot. Dvojicou bodov budeme
reprezentovat Usedku , pripadne priamku. Horizontdlne a vertikilne
priamky moZeme reprezentovat bodom s indikidciou prisluéného smeru.
Dal§im Casto pouzivanym Utvarom bude mnohouholnik.

Mnohouholnik je v rovine definovany konecnou mnoZinou usefiek:
(1) Ka3dy koncovy bod uselky je zdielany prave dvomi Useckami.
(ii) 2iadna vlastna podmnoZina Useliek definujucich mnohouholnik
nema vlastnost (i).

Usecky budeme nazyvat hranami a ich koncové body vrcholmi
mnohouholnika. N-vrcholovy mnohouholnik nazveme N-uholnik.
Mnohouholnik je jednoduchy, ak Ziadne dve nesusedné GUsedky nemajG
spoloény bod. Jednoduchy mnohouholnik rozdeluje rovinu na dve
disjunktné oblasti; na wvnitorni (ohranifend) a vonkajsiu
(neohranicend), ktoré siu oddelené prave mnohouholnikom {(Jordanova
veta). (Pojem mnohouholnik sa &asto poufiva aj na oznacenie
vnitornej ¢&asti spolu s hranicou). Jednoduchy mnohouholnik je
konvexny, ak je jeho vnitornd ¢ast konvexna mnoZina.

Jednoduchy mnohouholnik je hviezdicovy, ak existuje bod z taky,
%e pre vietky body p mnohouholnika P uUsedka zp celd leZi v P.
(Kazdy konvexny mnohouholnik je hviezdicovy). Mno2ina bodov 2
majicich uvedend vlastnosf sa nazyva jadrom P. (Konvexny
mnohouholnik je totoZny so svojim jadrom - ka3dy bod z leZiaci v
jeho vnitri alebo na jeho hranici ma uvedenli vlastnost).

N-uholnik P budeme reprezentoval! usporiadanou N-ticou

[Vl""’vN] jeho vrcholov tak, Ze ka2da (secka vivy (uvazujeme

i+l
s€éitanie modulo N) je hranou P. U jednoduchého mnohouholnika ma
zmysel hovorif o orientacii takéhoto wuspo-riadania v smere
(resp.proti smeru} hodinovych ruéiéiek. Dohodnime sa, 3ze

jednoduchy  mnohouholnik  budeme reprezentovat postupnostou

[vi,...,vn] jeho wvrcholov orientovanou proti smeru hodinovych

rudifiek. Takto pre kazdi hranu e=v. v

orientovan( v, do v,
i'i+l anu =z i i

+1°
vnatro P leZi vYavo od e.

Balsim ddlezitym pojmom pre nas bude pojem rovinného grafu.
Graf G=(V,E) je rovinny, ak sa dé vnorif do roviny tak, aby sa
vnitra jeho hran nepretinali. KaZfdy rovinny graf sa da do roviny
vnoritf tak, 2e kaZzdi jeho hrana je Gseckou. Takéto vnorenie budeme
d'alej nazyvatf RGPH (rovinny graf s priamymi hranami).

RGPH v rovine definuje rozklad roviny na oblasti. Nech v,e, a
f oznacujd postupne pocdet vrcholov, hran a oblasti (vratane jednej
neohranicenej oblasti). Tieto parametre sG zviazané znamym vztahom
- Eulerovou formulou: v—e+f=2. Ak navy$e v takomto grafe stupen

kaZdého jeho vrchola je aspof 3, tak:

vs ge,es 3v-6

es 3f-6,¢< ge

vs 2f-4,fs 2v-4

Z hYadiska nagho ciela (skimanie zloZitostl), je ddleZité, Ze
vietky tri parametre v, e, f si navzdjom proporcionalne.

Na reprezentaciu rovinného grafu s priamymi hranami pouZijeme
tzv. DCEL $truktGru (doubly connected edge 1list) - dvojito
pospajany zoznam hran.

Nech V={v1,...,vN) a E=(e1,...,eNQ sG vrcholy a hrany
uvazovaného grafu G. DCEL $truktira bude zoznam M  prvkov -
zédznamov— jedno— jednoznacne zodpovedajicich jdnotlivym hranam.
T.j. kaZzdd hrana je reprezentovand prave jednym zaznamom.
Jednotlivy zdznam pre hranu e pozostdva zo $tyroch poli: V1, V2,
F1, F2 a dvoch smernikov Pl a P2 s nasledovnym vyznamom:

Vi'resp. V2: podiatoény resp. koncovy vrchol hrany e;
F1 resp. F2: meno oblasti leZiacej vlavo resp. vpravo od e;
P1 resp. P2: smernik do DCEL na popis tej hrany incidentnej s

Vi resp. V2, ktora sa ako prva vyskytne pri otacani e okole

Vi resp. V2 proti smeru hodinovych ruciciek.

Pri praci s takouto S$truktirou nam &asto mdzu byt uZitocné
polia HV[1..N) a HF[1..F] (N je pofet vrcholov, F je polet oblasti
grafu G) s vyznamom:

HV[i) ukazuje do DCEL na nejaki hranu incidentni s vrcholom Vi3

HF[j] ukazuje do DCEL na nejaki hranu tvoriacu hranicu oblasti fj.
2. Zametacia technika (plane sweep)
je $pecifickou metédou pristupu k riedeniu geometrickych uloh.

Pouziva v rovine (plane swesep) alebo v priestore (space sweepi s

moznym zovSeobecnenim pre vy$Sie dimenzie. Zaklad tejto techniky
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ukadZeme na konkrétnom priklade. Pre dany systém Useliek v rovine
mame zistit vSetky ich prieseéniky. UvaZujme vertikilnu priamku 1
rozdelujicu rovinu na Yav(i a prav( polovicu. Viimnime si, ze
(1) Celkové rieSenie problému je dané zjednotenim riefenia v
Tavej a riesenia v pravej casti roviny.
(ii) RieSenie zistené v Yavej casti roviny uZ nie je
ovplyvnitelné useckami leZiacimi vpravo.
(iii) Dve Gsecky md2u mat prienik, len ak existuje nejaki
pozicia priamky 1, pri ktorej sd priesecniky tychto Use-
¢iek a priamky 1 susedné (v poradi vyskytu na 1).

Ak by sme vedeli vygenerovat! vSetky (nespoditatelne vela)
vertikdlne rezy danou mnoZinou Usediek, urdili by sme aj vietky
prieniky tychto tseiek. Nastastie z poldh si zaujimavé len tie,
pri ktorych sa *niedo podstatné meni® - a to poradie prieseénikov
GseCiek s priamkou 1 (napr. v usporiadani zhora nadol). Preto
skimame len také polohy priamky 1,

1/ ked 1 prechadza koncovym bodom nejakej Usecky (vtedy tato

Gsecka bud' ®vchidza do alebo vypadava z hry®), alebo
2/ ked' 1 prechadza priesecnikom nejakych dvoch useliek (vtedy sa

meni vzdjomné poradie priesednikov tychto usediek s 1).

Tychto vyznaénych pozicii typu 1 a 2 je len koneéne vela a
vysledny algoritmus pracuje pribliZne tak, 3Ze sa postupne
prechddza =zlava doprava po vyznaénych poziciach priamky 1, v
tychto pozicidch sa aktualizuje poradie prieseénikov Usediek s
priamkou 1 a pre usecky so susednymi prieseénikmi sa testuje, ¢i
nemajd spoloény prienik. Takyto pristup vedie k O(NlogN) algoritmu
pre N vstupnych Gsediek.

?redchédzajﬁci popis ukazuje princip zametacej techniky v
rovine: Vertikdlna (horizontdlna) priamka zametd rovinu =zTava
doprava (zhora dole) zastavujGc sa pritom v Specifickych, tzv.
vyznamnych bodoch. Prienik zametacej priamky s udajmi rieSeného
problému obsahuje Uplné informdciu pre generovanie casti vystupu a
pre sposob dalSieho pokraovania =zametania. Takto mame dve
zdkladné $truktary:

1/ Plan vyznamnych bodov, t.j. postupnost bodov roviny-
usporiadanych podla x-ovej sdradnice (pre vertikdlnu zametaciu
priamku) zlava doprava. Tento plan netreba vopred stanovit zo
vstupu, méZe sa dynamicky menit v procese zametania. Priamka vSak
nikdy necival (Z tohto hYadiska ide o metédu Zravii - greedy).

2/ Stav zametacej priamky - zodpovedd popisu prieniku priamky so
zametanou StruktUrou. Stav sa aktualizuje v kaZdom vyznamnom bode.

Priklad pouZitia ukazuje lokalizdcia bodu v rovinnom grafe.
Tento problém je jednou z dvoch Uloh sthrnne oznadovanych pojmom

geometrické vyhladavanie. Prvéd Gloha - lokalizicia bodu -~ treba

uréit tG triedu daného rozkladu eﬁklidovského priestoru, ktora
obsahuje zadany bod. Druha Gloha - multidimenziondlne vyhladavanie
- spofiva v urdeni vietkych bodov danej mnoZiny nachidzajicich sa
v istej zadanej oblasti viacrozmerného euklidovského priestoru
(resp. v wuréeni ich poétu). V oboch pripadoch ide o tav.
dotazovacie Glohy: dany je sibor prvkov a postupne zadavané dotazy
{query) vztahujice sa k tomuto siboru.

Pre lokalizaciu bodu subor predstavuje rozklad geometrického
priestoru Ed na oblasti a dotaz bude reprezentovany bodom zEEd.
Treba uréit tG oblast rozkladu, do ktorej patri bod z.

Pre multidimenzionalne prehladavanie suborom je mnoZina bodov
v Ed a dotazom bude oblast R priestoru Ed. Treba vymenovat (resp.
uréit podet) vSetkych bodov siboru, patriacich do oblasti R.

Tieto dve Ulohy si v istom zmysle navzdjom duilne. Kym v
prvej Ulohe k zadanému bodu hladame oblast, do ktorej patri, v
Glohe druhej k zadanej oblasti hladame do nej patriace body.

Je uZitoéné uvedomitf si, Ze pokial md byf! v danej Glohe
polozeny len jediny dotaz, nemd zmysel hlbdie sa zaoberat
$truktirou zadaného siboru a v oboch pripadoch nam neostava nic
iné, ako presk(mat vztah dotazu ku kazdému prvku siboru (testovat
ka2dy oblasf, ¢i neobsahuje bod z, resp. testovat kazdy bod, <i sa
nenachédza v R).

Situdcia sa podstatne meni, ak bude dotazov na zadany stbor
viac. Vtedy mdZze byt vyhodné vhodne preorganizovat (predspracovat)
zadany sibor do Struktiry umoziujicej efek-tivnejéie zodpovedat
jednotlivé dotazy. Takéto predspracovanie vSak nieéo stoji. Vo
vieobecnosti ¢im viac namahy si di—me zo suborom pred zapoCatim
dotazovania naf, tym efektivnej§ie je samotné dotazovanie a
naopak, ak sa uspokojime s Z®pomalSim® odpovedanim na dotazy,
nemusime vela pozornosti (asu a pamite) venovat predspracovaniu.
Preto sa jednotlivé algoritmy prehladivania hodnotia z hladiska
troch rozdielnych mier zloZitosti:

1. &as zodpovedania dotazu: kolke ¢asu algoritmus potrebuje
na zodpovedanie jednotlivého dotazu

2. pamit: kolko pamite potrebuje algoritmus
na prislusni udajowvi $truktaru,
umoZhujicu spracovaval dotazy

3. ¢as predspracovania: kolko casu treba na vytvorenie
pozadovanej Udajovej $truktiry.

Ak by sme pripustili moZnost dynamickej zmeny siboru,
pristipila by &tvrtd miera, ¢&as potrebny na G(pravu datove]
gtruktiry pri vloZeni, resp. zrueni prvku sdboru. V da¥som sa

véak budeme zaoberat len statickymi sibormi.
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Specidlne sa budeme zaoberat rovinnym pripadom lokalizicie
daného bodu do prislusnej oblasti Ez. Jednou z foriem rozkladu
roviny je rozklad na oblasti definované RGPH a kaZdd ohranicena
oblast takéhoto rozkladu je jednoduchy mnohouholnik. V $peciilnom
- triviidlnom =~ pripade je rovina rozdelend jednoduchym

mnohouholnikom P=(p1,p2, ey ) na dve oblasti - wvnutorni

p
N
(vzhTadom na P) a vonkaj$iu. Problém lokalizacie v tomto pripade

nazveme problémom inklGzie. Formuldcie oboch problémov:

Problém INKLUZIA PRE JEDNODUCHY HNOHOUHOLNIk

Pre dany bod z a jednoduchy mnohouholnik P bozhoqggﬂ, éi z €P.
Problém LOKALIZACIA BODU

Pre zadany RGPH graf G s oblastami Rl""Rn a bod z najst

oblast Ritakﬁ, ze zERi.

Ak vieme napr. efektivne riedif problém inkluzie a zostrojit
rozklad jednotlivych oblasti Rl’ e Rn na mnohouholniky, mame
nipad na prvy algoritmus pre lokalizaciu bodu. Ale samotna

kongtrukcia rozkladu oblasti R Rn mdZe byt netrividlna.

s e
NavySe, UspeSnost efektivnej lokilizécie bodu do oblasti spofiva v
schopnosti rychlo redukovat pocet jednotlivych oblasti (kandiditov
na odpoved’), ktoré md2u dany bod obsahovat a ktoré sa skutoéne
budd testovat. NajrychlejSia =znama metéda prehladdvania je
bisekcia (binirne vyhTadavanie). Preto namiesto minimalizacie
velkosti prehladavanej mnoziny, budeme sa snaZit organizovat ju do
§truktiry, ktora takéto vyhladavanie umozni.

Tieto Uvahy zhrnieme tak, 2Ze pre rozklad roviny definovany
zadanym RGPH grafom skon$truujeme novy rozklad s vlastnostami:
(i) mnohouholniky nového rozkladu maji neprazdny prienik

len s malym a fixovanym poltom oblasti pdvodného roz-
kladu (najlepSie s jednou oblastou)

(i1) novy rozklad definuje mnoZinu oblasti spdsobom, ktory

umoZfiuje jej binarne prehladivanie.

Tak sa dostaneme ku jednoduchej metdde, tzv. metéde pasov.
Pre zadany RGPH G uva3ujme horizontidlne priamky prechadzajice
jednotlivymi jeho vrcholmi. Tieto priamky vo viecbecnosti rozdelia
rovinu na (N+#1) (N je podet vrcholov G) horizontalnych pasov. Ak
tieto pésy v ramci predspracovania utriedime podla y-ovych
stradnic ich spodnych okrajov, tak pri dotaze na bod z budeme v
Case 0(logN) vedief urdif pas, v ktorom sa z nachadza. Teraz si
pozornejSie vSimnime $truktiru samotného pasu. Prienik pasu s
grafom G pozostava z (&asti) hran G, ktoré v danom pase definuju
lichobesniky (pripadne degenerované na trojuholniky). Ked'Ze G je

rovinnym vnorenim rovinného grafu, jeho hrany sa pretinajd len vo

vrcholoch a ked’3e prave vrcholy definujG hranice pasov, Ziadne dve

hrany G sa nepretinaji vo vnutri pasu. Toto dovoluje v kaZdom pase

usporiadat hrany (resp. ich Casti) 2Yava doprava a tym pre dany

pas v Gase 0(logN) uréit lichobeZnik, do ktorého patri zadany bod

2. Uvedomme si, 2e vysledkom takéhoto prehladdvania v pase sU

v danom pase susedné hrany e, e’ (resp. len jedna 2z nich, ak z lezi
v neohranicenej oblasti) také, 2Ze z lezi vpravo od e a vlavo od
e’. Ak si spomenieme, 2e v reprezentacii DCEL, v ktorej sme

dostali graf G zadany, je ku kaZdej hrane uvedend aj oblast nalavo

resp. napravo od nej, vidime, Ze detekciou e, resp. e’ sme zaroven
zodpovedali pdvodnG Glohu - uréit oblast grafu G obsahujicu z.

Vidime teda, 2Ze pre dany bod z vieme

(1) vyhladat pas obsahujuci z;

(ii) v tomto pase lokalizovaf z, sumdrne v Case 0(1logN).

Teraz ui len zostava zistitf, ako a za akd cenu vieme vyrobit
prislusni datovi Struktdru vhodni pre vyS§éie uvedenu metodu
lokalizdcie. Ak sa rozhodneme usporiadat hrany v kazdom pase
nezavisle, vidime, Ze spotrebujeme cas O(Nz.logN) (usporiadavame N
pasov po O(N) &astiach hran). Di sa lahko dokadzat, Ze uvedend
metéda vyzaduje O(NZ) pamite.

Teraz ukiZeme, ako sa dad ¢&as predspracovania redukovat z
O(Nz.logN) na 0(N2). Véimnime si, 2e ak hrana grafu G prechadza
viacerymi pasmi, tak tieto pasy nasleduji postupne za sebou. Dalej
si viimnime, Z%e susedné pasy sa “velmi nelisia®, t.j. zZe
postupnosti hran v susednych pasoch sa »yelmi neligia®. Predstavme
si dva susedné pasy, ktorych hranicu definuje vrchol veG a
predpokladajme, Ze pozname usporiadani postupnost hran z nifSieho
pasu. Ake vyzera usporiadani postupnost pre vy$§i pas? Dostaneme
ju jednoducho tak, Ze z pdvodne]j postupnosti vynechame hrany
vchidzajuce do v *zdola” a na prislusné (po sebe nasledujuce)
miesta do postupnosti vloZime hrany vychadzajuce z v smerom
»nahor”. Dostali sme zametaci algoritmus, vidime (zametajme zdola
nahor):

(1) (postupnost vyznamnych bodov) postupnost vrcholov G,
usporiadana podla y-novych stradnic;

(ii) (stav zametacej priamky) zlava doprava usporiadana postupnost
hran daného pasu.

Stav zametacej priamky budeme reprezentoval vyvaZenym stromom
(napr. 2-3 stromom), ktory v logaritmickom Zase umozni realizovat
opericie VLOZ a ZRUS (operacie vkladania a vyberania prvkov do (2)
usporiadanej mnoziny) [AHU 761)

Priaca zametacieho algoritmu sa tu skladid 2z dvoch druhov
éinnosti; 2z vkladania a rusenia hran do (z2) postupnosti

reprezentujicej stav zametania a 2 generovania vystupu - vyslednej
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§truktdry hran pre kady pas. Z Eulerovej teorémy vieme, Ze hran v
rovinnom grafe s N vrcholmi je O(N); kaZdd z tychto hrin v dase
0(logN) do stromu reprezentujuceho stav zametacej priamky prave
raz vkladame a prave raz ju z neho v case 0(logN) vypUstame.

Tato c&innost zaberie sumarne das O(N.logN). Tomuto casu
dominuje cas O(Nz) generovania vystupu - (N-1) pasov po O(N)
hrandch (resp.ich asti), ktory zaroven uréuje casovi zlozitost
celého predspracovania. ‘

Pre formalny zépis tejto metédy bude pre nas vyhodné
predstavit si hrany grafu G orientované zdola nahor. Vrcholy majme
v poli VERTEX usporiadané podla rasticej y-ovej siradnice. BI[i] je
mnozina hran vchadzajicich do VERTEX[i] zdola usporiadanych proti
smeru hodinovych ruéifiek. A[i] je mnoZina hrén vychadzajicich z

VERTEX{i] smerom hore usporiadana v smere hodinovych ruciciek.

ALGORITHUS PREDSPRACOVANIE PRE LOKALIZACIU

Vstup: polia VERTEX, A, B
Vystup: prehladdvacie stromy pre jednotlivé pasy

Procedure PREDSPRACOVANIE PRE LOKALIZACIU
begin L:=0;
for i:=1 to N do
begin ZRUS(BIil);
VLO2(AL11);
GENERUJ VYSTUP (L)

end

Predchadzajice uvahy moZno zhrnif do vety:

Veta 1 Problém lokalizadcie bodu pre rovinné rozdelenie
definované N-vrcholovym RGPH grafom vieme riedif v fase O(loghN) s
pamitou O(Nz) a casom predspracovania O(NZ).

Aj ked uvedenid metdda vykazuje optimalny cas zodpovedania
dotazu, jej pamidfové néroky a Cas predspracovania neuspokojujd.
Exisutji aj lepSie vysledky. [PrSh85]} dava trojicu lepéich metéd -
retazi, trojuholnikov a lichobeZnikov, ktoré teoreticky i prak-
ticky dokazuji existenciu optimilnej metédy s ©(logN) casom
zodpovedania dotazu, 8(N) pamitou a 8(N.1logh) casom
predspracovania.

Dopliime e$te vysledok pre problém dudlny k problému loka-
lizicie bodu - MULTIDIMENZIONALNE PREHLADAVANIE. StUborom tu je
koneéni mno3ina bodov d-rozmerného priestoru, dotazom je oblast
tohoto priestoru a odpovedou je bud vymenovanie &%atkych bodov

stboru, ktoré sa v oblasti nachidzaji (report mode) alebo len ich

poéet (count mode). Takato formulacia problému je abstrakciou
mno3stva ddlezitych aplikacii Easto oznacovanych za »prehladavanie
podla viacerych kIG&ov® (multikey searching). Napr. osobné
oddelenie podniku, ktoré chce zistit, kolko zamestnancov (resp.
ktori zamestnanci) vo veku medzi 30-40 rokov zariba 2500 a% 3000
Kés mesadne. Popri tomto vykonStruovanom priklade existuje
mnoistvo seriéznych aplikacii podobného charakteru v geografii,
ftatistike, v oblasti automatizicie navrhu a podobne. Vysledok:
Veta 2 Pre poet dotazov k a dz2 vieme problém multi-
dimenzionilneho prehladavania N-prvkovej mnoZiny riegit v case
0N %K) pourijoc ©(dN) pamiti a ©(dNlogN) £asu na

predspracovanie.
3. Triedenie

Mnohé efektivne algoritmy sa zakladajd na vyuziti triedenia,
napr. podla siradnic v x, y, alebo podla uhla vzhladom k danému
bodu. Prikladom optimilneho algoritmu na xonstrukciu konvexného
obalu je Grahamov algoritmus; tu uvedieme jednu jeho modifikaciu
v podani podla [QvWe87].

Jednym 2z klGéovych problémov vypoctove] geometrie je
kon&trukcia konvesného obalu (convex hull) konecnej mnoZiny bodov.
Pojem konvexného obalu CH(S) koneénej mnofiny S bodov roviny je
prirodzeny a lahko pochopitelny. Podla definicie je to najmensia
konvexni mnozina nad S. NaneStastie, tato jednoducha definicia

nemd konstruktivny charakter.

Problém Konvexny cbal: Pre dani N-prvkov mnoZinu S bodov

skongtruujte jej konvexny obal, t.j. Gplny popis hranice CH(S).

Pod Gplnym popisom sa nemysli len vymenovanie hran (resp.
vrcholov) vysledného konvexného mnohouholnika, ale aj iech
usporiadanie. Teda vysledkom Tubovolného algoritmu na hladanie
CH(S) S nie je mnoZina, ale usporiadanad mnoZina vrcholov
konvesného obalu - mnohouholnika. To nas vedie k poznatku, Ze
kazdy algoritmus riesiaci problém CH(S) musi vedit triedif, a

preto vyzaduje aspoi Q(NlogN) operidcii.

Veta 3 Konvexny obal N bodov v rovine vieme najst v optimalnom

Zase 9(NlogN) pouzijic B(N) pamadti.

Dokaz: SkonStruujeme nezadvisle spodnd (L-Hull) a hornu (U-Hull)
Zast konvesxného obalu. Utriedime body S podla sdradnic x. Nech 1 a

r sU najlavejéi a najpravejsi vrchol mnoZiny S, potom priamka 1r

91



92

rozdeluje S na dve podmnoziny nad a pod 1lr. Konvexny obal
pozostava z dvoch casti UC a LC (upper chain, lower chain).

Ukdzeme, ako najst UC. LC mozno ndjst analogicky. HIadame
konvexny retazec (chain) z 1 do i, kde i je i-ty bod UC. V bode i
skumame uhol dany bodmi i-i, i, i+1. Ak je konvexny, pokracujeme
pre i:=i+1. Inak bod i nepatri do UC a moZno ho vynechat. Vtedy sa
vritime a pokrasujeme pre i:=i-1. Takto v case O(N) najdeme horny
konvexny retazec UC.

Ak sme pouzili optimalne triedenie v ase O(NlogN), tak sme
dosiahli spodnG hranicu pre cely algoritmus, 8(NlogN). Dékaz
pamitovej zlozitosti algoritmu je trivialny:

Poznamka. Na hladanie konvexného obalu sG aj iné algoritmy,
napr. Jarvis march dosahuje cas O(Nk), kde k je pocet vrcholov

CH(S) (output sensitive method).
4. Rozdeluj a panuj (divide and conquer, DIVIDE_ET_IMPERA)

Tito metéda je pravdepodobne najispe$nejSou metédou na tvorbu
efektivnych algoritmov vébec. Neformalne ju mozno popisat
nasledovne. Nech V je nejaka vypo&tova loha a nech pre kaZdé neN
V(n) oznafuje vypoctovi Glohu pre vstupy velkosti n. Potom pre
vhodne velké neN metéda *rozdeluj a panuj® pracuje v nasledovnych

troch krokoch:

1. Rozdel Glohu V(n) na k dloh V(cl),...V(ck) pre 1 < ciSn-l
a ciEN (t.j. V(n) sa rozdeluje na k problémov toho istého
druhu V ale mensSej velkosti).

2. Vyries$ ulohy V(cl),...,V(ck).

3. Poskladaj riesenia Gloh V(cl),...V(ck) tak, aby vysled-

kom zloZenia bolo rieSenie Glohy V(n).

2lozitost takto navrhnutého algoritmu je sGcet zloZitosti na
rieSenie Uloh V(cl), ,V(cn) + zlozitost rozdelenia + zloZitost
21ozenia rieSenia pre V(n) z rieSeni mensich uloh. Pretoze

alohy V(cl),...V(cn) rieSime tou istou metédou pokial nie si tri-
vidlne (malej velkosti, napr. jednotkovej) a Ci< n pre vSetky 1
s i s k-1, ieN celkovi zlozitost algoritmu mdZeme vyjadrit reku-
rentnym vztahom. Prednostou metédy ™divide et impera” je i vlast-
nost, %e pre algoritmy fiou navrhnuté sa pomerne jednoducho doka~

zuje korektnost metdédou indukcie. Metddu ukidZeme opit na CH(S).

QUICKHULL algoritmus rozdeli mnoZinu S na dve podmnoziny 51 a
52 tak, Ze konvexny obal S je jednoducho zretazenim konvexnych

obalov S1 a S2 (ako usporiadanych postupnosti. bodov). Inicidlne

rozdelenie je dané priamkou prechddzajicou bodmi 1 (bod s naj-

mensou x-vou sUradnicou) a r (bod s najvadSou x-vou sGradnicou).

1) s(2)

Nech S resp. je mnoZina bodov S nad, resp. pod touto

priamkou. Vs$eobecny rekurzivny krok mdZme popisat nasledovne

(popiseme postup len pre S(l), pre 5(2) je analogicky).

2 S(l) vyberieme bod h, ktory maximalizuje plochu trejuholnik
(h, 1, r). Ak by takychto bodov bolo viac, vyberieme ten, ktory
maximalizuje velkost uhla (h, 1, r).
vV dalej popisovanomvalgoritme budeme bod h hYadat funkciou
H(s, 1, ).
Teraz skongtruujeme dve priamky: L, orientovand od 1 ku h a

1
orientovani od h ku r. Testovanim ka2dého bodu 2z S(l)

L rozdelime
oo

na 3 casti:
s(l.l)

S(1.2)

1)
(69}

- mnoZina tych bodov z S , ktoré leZia vYavo od Ll;

~ mnoZina tych bodov s S , ktoré leiia vlavo od Lz;
a mnozinu bodov leZiacich v trojuholniku (1rh), ktord mbézeme
z dalSich Gvah vyliéit (preco?).

1.1) a s(1.2)

MnoZiny S st vstupom do d'alSej urovne rekurzie

a vysledny konvexny obal mnoZiny S(l)je dany zretazenim konvexnych
obalov 5(1‘1) a 8(1'2).

Vy$Sie uvedeny postup teraz viac sformalizujeme. Funkcia H(S,
1, r) vracia bod h, funkcia QUICKHULL(S, 1, r) vracia usporiadany

zoznam bodov a ’¥’ oznaduje zretfazenie zoznamov.

Algoritmus QurckHuULL

Vstup: koneéni mno2ina S bodov roviny

Vystup: konvexny obal CH(S) mnoZiny S

Function QUICKHULL(S, 1, r)
begin
if (s={1,r})
then return(l, r); (%konvexny obal 2 bodov je Usecka
else
begin
h:=H(S, 1, r);
s(1)
s(2)
return QUICKHULL(S

end

= body z S leziace vYavo od lh;

body z S leziace vIavo od hrj

) 3 hy » quickiuLLes Y

yh,r)=h)
end
begin

1:= najlavej$i bod z §;

r:= najpravejsi bod z $;
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S(1)
S(Z)

1= body vlavo od 1r;
:= body vpravo od 1r

) 4, rowcqurckiuLLs @

CH:= QUICKHULL(S

end

{r,l)—r)

Dal$i algoritmus MERGEHULL rovnako ako QUICKHULL riesi dany
problém rozloZenim mnoziny S lubovolne na podmnoZiny 51 a SZ' z
ktorych kaZdi obsahuje polovicu bodov z S. Rekurzivne skonStruujme
ich konvexné obaly CH(Sl) a CH(SZ). Aky vzfah maju tieto ku
konvexnému obalu CH(S) mnoZiny S ?

Jednoduchy: CH(S) = CH(SIUSZ) = CH(CH(Sl) v CH(SZ))'

Na prvy pohYad nié povzbudzujice. Ale uvedomme si, 3e CH(SI)
a CH(SZ) uz si konvexné mnohouholniky 2 nie len neusporiadané
mnoziny bodov. Ked'?e ale konvexny obal zjednotenia dvoch
konvexnych mnohouholnikov s m a n vrcholmi vieme skonstruovat v

¢ase O(m+n), tak je Casovi zloZitost! MERGEHULL takisto 8{(NlogN).
5. Geometrické miesto bodov (locus approach)

Na ilustraciu 1locus approach sa budeme venovat velmi
zaujimavému objektu - Voronoiowvmu diagramu, ktory vo wvelmi
kompaktnej forme udrZiava informiciu o vzajomnej vzdialenosti
bodov v rovine (resp. v priestoroch vySSich dimenzii}. Aj ked' je
tento objekt zaujimavy aj sam o sebe, jeho hlavny vyznam spofiva v
tom, Ze predstavuje prostriedok k efektivnemu rieseniu mnohych na

prvy pohlad znaéne sa liSiacich Uloh:

Problém NajbliZsi par
Pre danych N bodov rozhodnite, ktoré dva s( najbliZsie.
Problém VSetci najbli2si susedia
Pre danych N bodov v rovine ku kazdému najdite najblizsi.
Problém Triangulacia
Danych N bodov roviny pospajajte nepretinajucimi sa Useckami
tak, aby kaZdid oblast leZiaca vo wvnitri konvexnéhoc obalu
tychto bodov bola trojuholnik.
Problém Vyhladivanie najbliZSieho suseda
Pre danych N bodov roviny s dovolenym predspracovanim,

ktory z nich je najbliZSie k zadanému bodu q (dotazu)?

0 wvSetkych tychto problémoch moZno vyslovit pozorovania.
Napr. ako vyzera rieSenie. Pre najbliz3i par ide o dva body,
vSetci najbliz3i susedia urdujd reldciu na §, tj. orientovany
graf. Ked'ze triangulacia N bodov je plandrny graf s N vrcholmi, ma

najviac 3N-6 hran. RieSenim musi byf aspof zoznam tychto hran.

Vyhladavanie najblizSieho suseda sUvisi s lokalizdciou, odpovedou
je aspofi jeden bod.

AkG mo3no ocakavat zloZitost algoritmov na rieSenie tychto
problémov? Napr. pre obsluhu riadiacej veZe na letisku si (s istym
zjednodugenim) najviac ohrozené prave tie dve lietadld, ktoré su k
sebe najbliZie. Treba preskimat kazdd dvojicu bodov? To vedie k
trividlnemu O(Nz) algoritmu., V jednorozmernom pripade vieme
skonstruovat algoritmus rychlejSi: ak vstupnych N  bodov
usporiadame (v case O(NlogN)), tak dva najbliZ€ie najdeme v Case
O(N) - musia lezat vedla seba.

Odpoved na vSetky tieto otdzky diva Voronoiov diagram. K
zadanym bodom Pys- Py roviny budeme chcief zostrojit rcf%lad
roviny na oblasti V(1),...V(N) tak, ze oblast V(i) bude mnozZinou
prave tych bodov roviny, ktoré si k bodu P; blizSie ako ku

ktorémukolvek inému bodu Py

Problém Voronoiov diagram Vor(S)
Pre dani N-prvkovi mnoiinu § bodov roviny a pre kaZdy bod
piES treba uréif oblast tych bodov roviny, ktoré sa bliZdie k Py

ako k lIubovolnému inému bodu z S.

Treba poznamenat, 2e Vor(S) dava také rozdelenie roviny na
konvexné oblasti, e odpoved na vyhladivanie najblizsieho suseda
je v nich konstantna. Vor(S) pre jeden bod je rovina, pre dva body
dve polroviny, rozdelené osou Usecky, danej tymi dvoma bodmi. Pre
rad bodov na priamke je Vor(S) rad pasov, pre pravideine rozlozené
body v rovine je Vor(s) teselaciou (dlaZdickovanim), napr.
trojuholnikovym, gtvorcovym, Sestuholnikovym. Vor(S) dava

geometrické miesta bodov najbliZSich k bodom S. Uvedieme vysledok:

Veta 4 Voronoiov diagram N prvkovej mnoZiny bodov v rovine vieme

skon§truovat v optimalnom Ease 8(NlogN).

Vor(S) sa da vypoditaf mnohymi spdsobmi, niektoré 2z nich sU
optimalne. Sila metédy geometrického miesta bodov diva v tomto
pripade optimdlne algoritmy pre vietky horeuvedené problémy:
predspracovanie da Vor(S) a d'alej uz mozno v linedrnom case ziskat

riegenie vSetkych horeuvedenych piatich problémov.

6. Dualizacia

Mnohé rieSenia Gloh  vypoltovej geometrie  pou2ivajl
transformicie, medzi ktorymi vyniké dualizicia. Tato transformacia

transformuje body d~rozmerného priestoru na nadroviny a naopak.
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Napr. ak treba uréif, &i si v danej mnozine $ tri body kolinearne,
dualizaciou dostaneme ulohu, &i z danej mnoZiny priamok prechadzajd
tri jednym bodom. Tento dualny problém moZno rie$i! lepSie, napr. s

pouzitim procediry na hladanie prieniku usediek.
7. Kombinatoricki analyza

Tento pristup zdérazfiuje [Edel86). Prikladom tohoto pristupu
md2e byt pokracovanie v Uvahe zhora: »Ked'2e triangulacia N bodov
je planirny graf s N vrcholmi, mé najviac 3N-6 hran, RieSenim musi
byt aspofi zoznam tychto hran.® VSetkych moznych hran je O(Nz). Ak
hYadame napr. akikolvek triangulaciu, moZeme ihned napisat
neefektivny algoritmus: vygenerujeme vSetky hrany, usporiadame ich
podla rastcej dIZky, najkratSiu z nich akceptujeme a potom
pridivame v rastlcom poradi dalfie hrany, ak sa nepretinaja. Ak
sme akceptovali 3N-6 hran, stop. ESte treba ogetrit moznost, Ze ak
sa vyprazdnil zoznam utriedenych hran, stop. Tento algoritmus sa

nazyva “greedy triangulation® a popisuje ho [PrSh85]), s. 228.
8. Prune and search

Tento pristup uvadza [Edel86]. Principom je sUstredit sa nie na
hIadané riesenie, ale na rychle identifikovanie tych Easti stavového
priestoru, kde riesenie urcite nele2i. Tento pristup je vhodny pre
pripady, ked” objem vystupnej informacie je maly. Metédu prune and
search mdZeme ilustroval na rieSeni uz spominaného problému

multidimenzionalneho prehladavania (Veta 2, s. 11).

Problém Multidimenzionalne prehladavanie
Pre zadany subor S’ a pre zadany hyperpravouholnik D vymenovat
vSetky prvky S leZiace v D.

Pre jednorozmerny pripad je siborom mnozina § - N bodov na osi
x, dotazom je interval [x’, x’’), odpovedou tie body z S, ktoré
Je3ia v danom intervale. Vhodnou déatovou Struktdrou je presity
bindrny strom - vyvazeny strom, ktorého listy sG prepojené sihlasne
s usporiadanim prvkov mnoZiny S. Kazdy vrchol stromu reprezentuje
niektory interval na osi x. Koredi stromu reprezentuje celd os x. Ak
interval reprezentovany vrcholom v obsahuje aspofh 2 body S, tak ma 2
synov. Lavy =z nich reprezentuje podinterval obsahujuci *Yavi®
polovicu vrcholov S, pravy reprezentuje podintarval obsahujaci
®pravi® polovicu vrcholov S$. Ak prehladivany interval (dotaz) je
podintervalom iba jedného zo synov, proces prehladavania sa druhym

synom uZ nezaobera.

ZovSeobecnenim tohoto postupu pre vysSie dimenzie je tav.
metéda multidimenziondlneho binarneho stromu (k-D strom), o ktorej

hoveri Veta 2.

Zaver
Uvedeny prehlad vypoltovej geometrie nie je a nemdZe byt

uplny. Nové problémy, pristupy i algoritmy sa stale objavuja.
Aplikacii wypoltovej geometrie len v poéitadovej grafike je
neprehladny podet. Vhodné je sledovat <casopisy Algorithmica a
Computational Geometry i kaZdoroéniy konferenciu ACM Computational
Geometry, ktord md uZ 8 roénikov. Na MFF UK v Bratislave sa
vypoctovd geometria povaZuje za suast vzdelania absclventov

poditadovej grafiky a postgraduilneho StiOdia.
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